Tomografie matematica

(Autor: Eleodor Bistriceanu)

Tomografie computerizatd = tomografie matematica

1. Problema tomografiei computerizate

Problema tomografiei computerizate poate fi formulata
astfel:

Sa se vizualizeze sectiunile unui corp opac, fara
a-l sectiona (fara a-1 desface in parti componente).

Aceasta formulare este foarte generald si, ca urmare, are un
anumit grad de neclaritate. Intr-adevir, care sunt datele problemei
tomografiei, adicd ce anume se presupune a fi cunoscut? Enuntul
general precedent nu contine ipotezele problemei.

De aceea, problema pare a fi una foarte complicata. Avem,
intr-adevar, libertatea de a ne alege ce ipoteze dorim. Dar ne ajuta
acest lucru? Sau mai rdu ne incurca, fiindca nu avem nici un punct
de sprijin?

Vom reveni la enuntarea problemei tomografiei
computerizate dupa ce vom discuta legea lui Lambert, un rezultat
important preluat din fizicd, mai exact din teoria undelor
electromagnetice.



2. Legea lui Lambert
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Bloc foarte subtire de material

La trecerea printr-un bloc subtire de material omogen,
descresterea d/ a intensitatii este proportionald cu grosimea dx a
blocului si cu intensitatea initiala (la intrarea in bloc), I:

dl = —oddx

(Legea lui Lambert - secolul XVIII (1760))

I = intensitatea fasciculului la intrarea in material
o = coeficientul de absorbtie (pozitiv)



Bloc omogen de material

(Legea lui Lambert sau Lambert-Beer)

I = intensitatea fasciculului la intrarea in material

I, = intensitatea fasciculului la iesirea din material

[ = grosimea blocului

o = coeficientul de absorbtie



Bloc neomogen de material
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(Legea lui Lambert - cazul general)

f(M) =coeficientul de absorbtie al corpului in punctul M
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f(M) = coeficientul de absorbtie in punctul M
M, M, = lungimea segmentului M, M.
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Intensitatile fasciculului de radiatie la intrarea, respectiv
iesirea din corp (adicd I, si, respectiv If) pot fi masurate cu
ajutorul detectorilor de radiatie. (Mai exact, se lucreaza cu o sursa

de radiatie care emite tot timpul un fascicul de radiatie de
intensitate cunoscutd /,, ramanand sa fie madsuratd doar

intensitatea fasciculului la iesirea din corp).
Rezulta ca legea lui Lambert ne ofera mijlocul prin care

putem afla integralele curbilinii de prima speta
ale coeficientului de absorbtie f al unui corp
neomogen, pe o familie oarecare de drepte care
strabat acest corp.
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f(M)= coeficientul de absorbtie a radiatiei in punctul M al
corpului



.~ Placa fotografica
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Proiectia corpului C

In figura precedentd este reprezentat un corp C neomogen,
care este plasat Intre o sursd de radiatie X, SX, si o placd
fotografica, PF. Imaginea obtinuta pe placa fotografica dupa
developare se numeste proiectie a corpului C si aceasta depinde
de pozitia sursei de radiatie fata de corp.

Din gradul de innegrire al placii fotografice se poate afla
intensitatea fasciculului care loveste placa (cu cat placa este mai
neagrad intr-un punct, cu atat fasciculul care a lovit acel punct a
fost mai intens). Ca urmare, din analiza placii fotografice se pot
afla intensitatile fasciculului emergent din corp dupa anumite
directii. Folosind legea lui Lambert discutatd mai Tnainte, se pot
afla integralele curbilinii de prima spetd ale coeficientului de
absorbtie a corpului analizat C corespunzatoare unei intregi
familii de drepte care strabat (intersecteaza) corpul.



Radiatia X a fost descoperitd de catre Roentgen 1n anul 1895.
Lucrand cu un tub Crookes invelit in carton negru, savantul
german obtine Intdmpldtor, pe un ecran fluorescent din
vecindtatea tubului (si din afara acestuia), licariri atunci cand in
tub avea loc o descarcare electrica (atunci cand electrozii tubului
erau conectati la o sursa de tensiune de mii-zeci de mii de volti).

v

spre pompa de vid

Cénd anodul 4 are un orificiu, se constatd ca peretele de sticlda al tubului
Geissler (numit si tub Crookes) devine fluorescent in jurul punctului D.

)
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Ecran
fluorescent

Din acest moment Roentgen are sentimentul ca a descoperit
un nou tip de radiatie. Investigand gradul de penetrare a noii
radiatii descoperite de el insusi, Roentgen va pune intre tubul
Crookes si ecranul fluorescent o placutd de plumb, ocazie cu care
va observa - cu infinitd uimire - scheletul mainii sale pe ecran.
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Radiografia mainii sotiei lui Roentgen - prima radiografie
din lume. [Sursa: Wikipedia]

Radiatia gamma a fost descoperitad de catre Becquerel in anul

1896.

Imediat dupa aceste doud descoperiri fundamentale,
diagnosticarea cu radiatie Roentgen sau gamma a devenit comuna
in medicina.
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3. Reformularea problemei tomografiei

SX(1)

\PFI

SX(2)

N

In figura precedentd sunt reprezentate proiectiile corpului
analizat C, pentru doua pozitiondri diferite ale sursei de radiatii X,
SX, fata de corpul C. In cazul general, cele doua proiectii sunt, in
mod natural, diferite, tot la fel cum un om arata diferit daca este
fotografiat din pozitii diferite.

Avand in vedere cele discutate mai inainte, suntem acum in
masurd sa dam un enunt precis (nu este singurul posibil) al
problemei tomografiei:
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Sa se vizualizeze sectiunile unui corp tridimensional
opac atunci cind se cunosc toate proiectiile sale obtinute
prin rotirea sursei de radiatie (X sau gamma) in jurul
unui punct fix, intr-un plan orizontal.

Aceasta este problema teoreticd. Deoarece 1n practica nu
putem sd lucram cu un numar infinit de proiectii, problema
tomografiei se poate enunta astfel:

sd se vizualizeze sectiunile unui corp tridimensional opac
atunci cand se cunosc un numadr finit de proiectii ale sale, obtinut
prin rotirea sursei de radiatii (X sau gamma) in jurul unui punct
fix, intr-un plan orizontal.

Dupd cum am vazut mai sus, analiza placilor fotografice pe
care sunt imprimate proiectiile ne conduce la aflarea integralelor
curbilinii de prima speta a coeficientului de absorbtie pe diferite
drepte care strabat corpul. A vizualiza o sectiune Tnseamna a
afla coeficientul de absorbtie in toate punctele sectiunii
respective. Vizualizarea se poate face asociind fiecarui punct o
culoare, asocierea fiind la bunul plac al cercetatorului.

Problema tomografiei se mai numeste problema

reconstructiei obiectelor tridimensionale din proiectiile
lor.
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4. Un prim mod de abordare a problemei

tomografiei computerizate
C
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Pentru fiecare pozitie a fasciculului emis de sursa de radiatie,
obtinem o ecuatie liniara de forma precedentd, in care
necunoscutele sunt £, f,, .., foNy' Coeficientii ¢
j=12 ., NN, depind de pozitia fasciculului de radiatie si pot

fi determinati din geometria figurii.
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Problema tomografiei este redusa astfel la rezolvarea unui
sistem de ecuatii liniare de dimensiuni uriase.

Pentru a ne da seama de dificultatea problemei, sd admitem
ca sectiunea de examinat are diametrul de 10 cm si ca ea a fost
incadrata intr-un patrat, care a fost apoi descompus in pixeli de
forma unor mici patrate cu latura de 1 mm. Atunci vom avea de
rezolvat un sistem de ecuatii liniare cu 10 000 de necunoscute
(pentru cd N, = N, = 100). Avem nevoie de cel putin tot atatea

pozitii ale fasciculului de radiatie - fiecare dintre aceste pozitii
determina o ecuatie, coeficientii ¢; fiind determinati de pozitia

fasciculului fatd de sectiunea considerata. Astfel, in cazul concret
considerat, problema tomografiei se reduce la rezolvarea unui
sistem de ecuatii cu 10 000 de ecuatii si cu tot atdtea necunoscute.
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Metoda aceasta de determinare succesivad a coeficientilor de
absorbtie nu functioneazi din cauza acumularii erorilor.

Pentru rezolvarea sistemelor de ecuatii care apar in
tomografia computerizata pot fi folosite metode iterative. Primul
tomograf computerizat comercial a fost realizat de catre inginerul
britanic Hounsfield in anul 1971, fapt pentru care el a fost distins
cu premiul Nobel pentru Medicina in anul 1979 - premiu impartit
cu fizicianul sud-african Alan Cormack. Aparatul lui Hounsfield
folosea o metoda iterativa.
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Godfrey N. Hounsfield - inginer britanic, laureat Nobel
in 1979, pentru medicina si fiziologie

[Sursa:  http://www.nobelprize.org/nobel prizes/medicine/
laureates/1979/hounsfield-bio.html]

Alan M. Cormack - fizician sud-african, laureat Nobel in
1979, pentru medicina si fiziologie

[Sursa:  http://www.nobelprize.org/nobel prizes/medicine/
laureates/1979/cormack-bio.html]
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Johann Radon (1887-1956) [Sursa foto: Wikipedia]-
marele nedreptdtit - a creat teoria matematicd ce sta la baza
tomografiei computerizate in anul 1917, depasindu-si timpul cu o
jumatate de secol. Probabil ca Radon ar fi spus ca s-a ocupat de
respectiva problema pur si simplu pentru “onoarea spiritului
uman” (Jacobi).

17



Rosalind Franklin (1920-1958) [Sursa: Wikipedia] - o
alta mare nedreptatita

O stralucitd cercetatoare care a facut posibila descifrarea
structurii moleculei de ADN, prin munca experimentald de
pionierat (a realizat o fotografie cheie a moleculei, care sugera
structura spatiald elicoidald). Totusi, nu a primit Premiul Nobel -
luat de colegii ei Watson, Crick si Wilkins - fiindca acest premiu
nu se acordd niciodata post-mortem. Fundamentalul ei articol
apare in acelasi numar al revistei Nature in care apare si articolul
lui Watson si Crick, referitor la structura dublu-elicoidala a
moleculei de ADN. Rezultatul obtinut de Watson si Crick se baza
in mod fundamental pe fotografia realizatd de Franklin, pe care
cei doi - foarte tineri pe atunci - reusisera sa o obtina fara ca
Franklin sa stie. (A se vedea Elicea vietii, de Watson).
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5. Abordarea problemei tomografiei prin
aparatul Fourier

Existd o abordare matematica a problemei tomografiei mult
mai subtild aceea precedentd, abordare care implicd aparatul
matematic al analizei Fourier.

Consideram o sectiune D a unui corp tridimensional opac,
raportatd la un sistem de axe ortogonale x(Oy. Notam cu f(x, )
valoarea coeficientului de absorbtie al corpului in punctul de
coordonate (x, y). Sectiunea D poate fi asimilata cu o felie foarte
subtire obtinuta din corpul tridimensional cu ajutorul a doua plane
paralele si foarte apropiate unul de celalalt. Cum aerul absoarbe
foarte putin radiatia X sau gamma, putem considera ca functia f
este nula 1n afara sectiunii D.

Pofts) = | s i

g

g

Consideram o axa Oz in planul xOy, care face un unghi 6 cu
axa Ox. Unghiul 6 descrie intervalul [0, n). Consideram, de
asemenea, o dreaptd g perpendiculard pe axa Oz, care
intersecteaza aceasta axa (Oz) intr-un punct de abscisa s.
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Notdm cu Pyf(s) integrala curbilinie de prima spetd a

coeficientului de absorbtie / = f(x, y) pe dreapta g, adica

Pofts) = | fx .
g

Facand pe s sa varieze de la —e la «, obtinem o functie reald
de variabila reald

s HPgf(s),

care se numeste proiectia paralela de unghi e a functiei f.

Se observa ca proiectia paraleld de unghi 6 a coeficientului
de absorbtie poate fi estimata folosind legea lui Lambert, o sursa
de radiatie de intensitate cunoscuta si detectoare de radiatie.

Problema tomografiei poate fi enuntata astfel:

sa se afle functia f, adica coeficientul de absorbtie
in punctele sectiunii D considerate, in ipoteza ca se
cunosc toate proiectiile sale paralele, adica functiile
Pof, pentru toate unghiurile 6 din intervalul [0, n).

Teorema proiectiei:

(PPN (@) = (/) (wcosO, wsinb),

pentru orice we (-5 <), 8 e [0, 7).

Aici WP, reprezintd transformata Fourier unidimensionala a
functiei proiectie Pyf, iar W,f reprezintd transformata Fourier

bidimendionald a functiei de doua variabile /' = f(x, y).

Teorema proiectiei ne arata cd daca stim proiectiile paralele
ale coeficientului de absorbtie f = f(x, y), adicd daca stim
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functiile Pyf pentru 6€e [0, m), atunci putem afla valorile

transformatei Fourier bidimensionale a lui £, \¥,f, in toate punctele
planului. Folosind apoi formula de inversiune (f = ‘I’El(‘l’zf) , unde
‘I’Elh reprezintd transformata Fourier inversd a functiei /), vom

putea afla functia necunoscuta f.

Se poate arata ca

T oo
f(x, y) _ sz J (‘{'Peﬂ(R)|R|eiR(xcose +ysin9)dR 40
47
0 —oo

unde (WP4/) reprezinta transformata Fourier a functiei Pyf.

Rezolvarea problemei tomografiei computerizate prin
utilizarea formulei precedente poarti numele de metoda
Fourier.

Mentionam ca se poate face o simplificare masiva a formulei
precedente folosind proprietatile convolutiei. Se ajunge astfel la o
metodd mult mai performanta numita metoda convolutiei.

Mentionam, de asemenea, ca implementarea metodelor
mentionate mai sus este 1n sine dificila, ridicind nu numai
probleme practice (programare, complexitatea calculului), ci si
probleme teoretice interesante si profunde in sine (transformarea
Fourier discretd, transformata Fourier rapida, constructii de filtre,
rejectia erorilor, etc.).

21



6. Problema tomografiei - problema
interdisciplinara

1) Legea lui Lambert (secolul XVIII, 1760), dedusa
initial pentru fasciculele de luminad vizibila.

2) Descoperirea radiatiilor Roentgen (1895) si a
radiatiilor gamma (Becquerel, 1896) - radiatii capabile sa
penetreze corpul uman. Extinderea legii lui Lambert la noul tip de
radiatii.

3) Aparatul matematic initiat de Fourier (1768-
1830) (analiza Fourier - secolele XVIII-XIX). Aparatul Fourier
este astazi folosit intr-o multitudine de aplicatii - electronica,
mecanica cuantica, acustica, tomografie, etc.

4) Dezvoltarea tehnicii de calcul (secolul XX), fara
de care complexitatea computationala a problemelor puse de
tomografie ar fi fost imposibil de abordat. Aportul fundamental,
coplesitor, adus in domeniul calculatoarelor de electronica,
stiintd aparutd la Inceputul secolului XX, cu o dezvoltare
impetuoasa, exponentiala.

5) Presiunea permanenta a sistemului medical
pentru o diagnosticare din ce in ce mai putin afecatd de erori.

Ne confruntam aici cu o situatie cu care matematicienii sunt
deja obisnuiti: timpul lung dupa care anumite rezultate
matematice abstracte pot fi folosite in practicd, in aplicatii
stralucitoare. Asa cd problema aplicabilitatii unui anumit aparat
matematic In practica este o falsa problema. Rezultate care
candva pdreau a fi creatii pur abstracte ale spiritului matematic,
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aparute din simpla curiozitate si putere de patrundere a spiritului
uman (obtinute pentru “onoarea spiritului uman” (Jacobi)),
s-au dovedit a fi de mare ajutor intr-o multime de aplicatii ale
stiintei moderne. Asa este cazul multor teoreme din teoria
numerelor, care si-au gasit aplicatii foarte frumoase in criptarea

si decriptarea datelor.

Celebra afirmatie a matematicianului si filosofului englez
Bertrand Russel:

“Matematica este acea stiintd in care nu stim
niciodata despre ce vorbim, iar matematicienii sunt
acei oameni care nu stiu niciodata daca ceea ce spun
este adevarat sau fals.”

isi confirmad pe zi ce trece adevarul. Fiindca a sti despre ce
vorbesti implica, printre altele, a intelege consecintele. Dar 1atd ca
aceste consecinte, materializate in minunate aplicatii practice, in
echipamente uimitoare, etc. devin posibile abia dupa zeci sau
chiar sute de ani de la descoperirea unor teoreme matematice
fundamentale care stau la baza lor.

Tocmai aceasta interdisciplinaritate - care este o
caracteristicd fundamentald a prezentului si care reclama eforturi
mari din partea cercetdtorilor - conferd acestuia, prezentului,
proprietati cu totul noi fata de trecut. Este ceea ce biologii inteleg
prin principiul integralitatii: intregul capata proprietati cu totul
noi in raport cu partile sale componente. Punand la un loc
informatii preluate din domenii cu totul diferite ale stiintei -
fizica, matematica, electronica, biologie, medicina, etc.- prezentul
a facut posibile realizari la care in urma cu cateva decade nu ar fi
visat nimeni, cum ar fi, de exemplu, vizualizarea spatiala

a organelor corpului uman, cu rotiri in jurul a diferite axe si
puncte.
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